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XVIII

ECUACIONES ALGEBRAICAS: UN
ABORDAJE HISTORICO SOBRE EL
PROCESO DE RESOLUCION DE

LA ECUACION DE 2° GRADO
Sergio Nobre

Introduccion

Por alguna razon desconocida, algunos autores brasilefios de libros escolares de matematica

comenzaron, a partir de los afios 60 del siglo XX', a llamar a la formula de resolucion de ecuaciones

. 2 r -_— r 4 2
de 2° grado, del tipo ax + bx + ¢ = 0, como Formula de Bhaskara. Esta formula, asi conocida
por profesores y alumnos brasilefios, no se llama asi en otros paises. El nombre Bhaskara esta

relacionado a la resolucion de una ecuacion similar a esta, pero que posee la variable y también

elevada al cuadrado, es decir, ax’ + b = yz. Esta segunda ecuacion recibe el nombre de Ecuacion
de Pell, pero, segiin estudios historicos actuales, existe un gran error al atribuir el descubrimiento de
su resolucion al matematico inglés John Pell (1611-1685). Algin tiempo después de que se le
atribuyera a Pell el descubrimiento de la formula de resolucion de esta ecuacion, se aseguro de que
hubo un error, ya que ¢l habia simplemente traducido los resultados obtenidos por el suizo Johann
Heinrich Rahn (1622-1676). Mas recientemente, con la profundizacion de los estudios historicos
sobre matematicas en la India y en el mundo arabe, se llego6 al descubrimiento histérico que el
matematico hindii conocido como Bhaskara II (1114-1191?) habia llegado a la resolucion de esta

ecuacion, pero que, sin embargo, no habia demostrado sus resultados’. Con relacion a las

: . 2 . , ,
ecuaciones de 2° grado del tipo ax + bx + ¢ = 0, el trabajo de Bhaskara Il no fue més allé de lo
que habia sido descubierto por sus predecesores. Esto me llevo a escribir , en orden cronologico,

algunos hechos sobre el desarrollo historico de la resolucion de la ecuacion de 2° grado.

Primeros indicios sobre el surgimiento de ecuaciones de 2° grado

Los primeros indicios histéricos sobre problemas involucrando ecuaciones de 2° grado se

encuentran en documentos antiguos dejados por los pueblos de Egipto, Babilonia, China, Grecia,

! Ver en Carvalho, Fernanda et al 2001.
? Informacion detallada obtenida en Datta, Bibhutibhusan, 1928, Selenius, Clas-Olof 1963 e Scriba Christoph 1974 en la bibliografia
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entre otros, que datan de antes de la era cristiana. A continuacion, presentaré algunos de estos

problemas, cuyas formas de resolucion realizadas por esos pueblos se discutira en la préxima

seccion.

Egipto

Entre los documentos matematicos egipcios que sobrevivieron hasta nuestros dias, se destacan 5

papiros que fueron escritos en el siglo XVII a.C. Los mas famosos son los papiros de Rhind y de

Mosct. En el primero no existe nada sobre ecuaciones de 2° grado, sin embargo, en el Papiro de

Moscu se encuentran ejercicios que incluyen ecuaciones del tipo ax = b, como en el ejemplo
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Figura 1

siguiente (el lenguaje presentado en este y en los ejemplos que siguen son una adaptacion a nuestro

idioma):

Papiro de Moscu - Ejercicio 6: Un rectangulo tiene un area de 12. Su ancho es 1/2 de la

longitud + 1/4 de la longitud. Determina los lados del rectangulo.



Babilonia

Los pueblos babilonios dejaron en sus tablillas de escritura
cuneiforme varios ejemplos en los que dominaban el uso de
ecuaciones, incluyendo el uso de sistemas de ecuaciones con
dos o mas incognitas. A pesar de no usar formulas, los
babilonios también tenian un método propio de resolver
ecuaciones de 2° grado. En la tablilla babilonica que se
encuentra en el museo britanico (British Museum), en
Londres, bajo la sigla BM 13901, aparecen 24 problemas
matematicos con sus resoluciones y algunos de estos
problemas estan relacionados a ecuaciones cuadraticas. Esas

tablillas datan de entre los afios 2000 y 1600 a.C.

Figura 2

(Problema 1, BM 13901) Agregué el drea y el lado de un cuadrado y el resultado es 3/4.
(naturalmente el 4rea y el lado de un cuadrado no se pueden sumar ya que tienen unidades
diferentes, quiere decir que en este y los siguientes problemas se han agregado los respectivos

valores numéricos)
(Problema 2, BM 13901) Sustraje el lado de un cuadrado de su area y el resultado es 870.

(Problema 5, BM 13901) Agregué el area, el lado y 1/3 del lado de un cuadrado y obtuve
55/60.

(Problema 6, BM 13901) Agregué el area dos veces a la tercera parte de un cuadrado y obtuve

35/60.
(Problema 7, BM 13901) Agregue 11 areas con 7 lados de un cuadrado y obtuve 6 1/4.

(Problema 16, BM 13901) Del drea de un cuadrado resté un tercio de su lado y el resultado es
1/12.

China

Uno de los textos matematicos mas antiguos de China es el Chiu Chang Suan Shu, es decir Nueve
capitulos sobre el arte matematico. Sobre el origen de este texto poco se sabe; no se sabe quién lo
escribid ni el momento exacto en que aparecid. Se supone que fue antes del siglo II antes de la era

cristiana. Se sabe que este texto tuvo varias ediciones y que fue reelaborado en el afio 263 por el
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importante matematico y astrébnomo chino Liu-Hui (siglo III). En 1084 el texto fue impreso.
Algunos ejercicios que involucran la ecuacion de 2° grado presentes en Chiu Chang Suan Shu son

los siguientes:

(Problema 12 del libro IX) Ahora hay una puerta, de la cual se desconocen la altura y el
ancho. Se sabe que ambas medidas (alto y ancho) son menores que una cania de bambu de longitud
tambien desconocida. Si la vara de bambu se sostiene horizontalmente no es posible cruzar la
puerta ya que la varilla es 4 pies mas larga que el ancho de la puerta. Si la barra se sostiene
verticalmente, tampoco es posible atravesar la puerta ya que la varilla es 2 pies mas larga que la
altura de la puerta. Sin embargo, si la varilla se sostiene de manera oblicua, solo hay una forma de
atravesar la puerta. ;Cudnto miden la altura y el ancho de la puerta y cuanto mide la varilla? (Un

pie es aproximadamente igual a 23 cm)

(Problema 20 del libro IX) Ahora hay una ciudad de forma cuadrada, rodeada por una
muralla, donde se desconocen las longitudes de sus lados. En el medio de cada lado hay un porton
abierto. Salga por el porton norte, en direccion norte y camine 20 pasos hasta encontrar un arbol.
Salga por el porton sur, en direccion sur y camine 14 pasos, luego dé la vuelta en direccion oeste y
camine otros 1775 pasos. Desde este punto se puede ver el arbol.

Pregunta: ;Cuanto mide el lado de la ciudad? (I paso = 6 pies = 1,33 m)

Grecia

En Grecia encontramos una gran cantidad de ejemplos de problemas matematicos cuyo enfoque
recae en ecuaciones de 2° grados. Desde los estudios matematicos llevados a cabo por los primeros
matematicos griegos conocidos, Thales de Mileto (~625-547 aC) y Pitdgoras (~570-497 aC),
pasando por Euclides (~365—300 aC) y su magnifica obra Elementos, y culminando con Diofanto
(~250 dC), los griegos llevaron a cabo estudios de gran importancia en el desarrollo de la historia
de la resolucién de la ecuacion de 2° grado. Pitagoras y sus seguidores, los pitagdricos, que

descubrieron los numeros inconmensurables tuvieron dificultades, por ejemplo, al trabajar con

ecuaciones del tipo x° = 2 en forma numérica. Sin embargo, los griegos no encontraron barreras en
construir figuras geométricas que, de forma exacta, resolvian dicha ecuacion. Para ello,
simplemente construian un cuadrado de area 2. En las obras Elementos y Data, de Euclides, se
encontraron demostraciones de que todas las ecuaciones cuadraticas que tienen resultados positivos
se pueden resolver mediante la construccion de formas geométricas. Algunos problemas y sus

resoluciones geométricas dados por los griegos se veran en el proximo capitulo.



Procesos para resolver la ecuacion de 2° grado

Babilonia

Los procesos de resolucion de problemas que involucran ecuaciones de 2° grados se diferencian
entre los distintos pueblos. Los babilonios, por ejemplo, tenian un método especial. Sin simbolos ni
formulas, y en forma de disertacion, los babilonios utilizaban métodos que se asemejaban al
proceso algebraico actual. Uno de los problemas presentes en la tablilla matematica BM 13901,

presentada en la seccion anterior, fue resuelta por los babilonios de la siguiente manera:

(Babilonia: Problema 1, BM 13901): Agregué el area y el lado de un cuadrado y el resultado
es 3/4.

A continuacion, presentaremos a la izquierda coémo resolvieron los babilonios el problema y a la

derecha la forma algebraica moderna

Agregue el area y el lado de un cuadrado y el resultado es X+ x =3 /4

3/4

Tome el coeficiente = 1 B =1

Divida el coeficiente por la mitad, el resultado es 1/2 B/2 = 1/2
Multiplique 1/2 por 1/2 y el resultado es V4 (B/Z)Z = 1/4

Al/4 agreguce 3/4 y el resultado es 1 (B/Z)Z 4+ C = 1/4 + 3/4 =1

La raiz cuadradade 1 es 1 /(B/Z)Z +Cc=1

1/2 que se ha multiplicado, debe restarse de 1 y el /(B/Z)z +C—B/2=1/2

1/2 es el valor del lado del cuadrado, que viene dado por
formula:

resultado es 1/2
x =\(B/2)" + ¢ - B)2

X

Si realizamos una comparacion con la resolucion de esta ecuacion en su forma normal,

x2+ x —3/4=0,siendoa = 1,b =1 = Byc = —3/4 = - C,tendremos:
Formula para resolver una ecuacion de 2° grado del tipo ax’ + bx + ¢ = 0.

x = (— bx\/b — 4ac)/2a (solamente usaremos el resultado positivo)

A\

x=ﬂ@=x=§(—3+2\/(i)z+c)=\/(i)2+c—£

2.1 2

que es el resultado obtenido por los babilonios.



Esta comparacion nos proporciona elementos cuyos procesos, considerando la no utilizacion de

nimeros negativos y la no utilizacién de los métodos simbolicos

. . F G
actuales, son equivalentes al que se utilizan actualmente. Esto nos
califica para decir que los métodos para resolver ecuaciones de 2°
grado ya eran conocidos por los babilonios unos 20 siglos antes de la ’

- A B
era cristiana. L

Grecia E /

Los griegos, a diferencia de los pueblos de Babilonia, resolvian en

forma geométrica muchos problemas que pueden considerarse

) ) . ) C D
relacionados con ecuaciones 2do grado. En varias ocasiones en sus

obras FElementos y Data, Euclides de Alejandria (~300 aC) nos muestra cémo resolver
geométricamente problemas de este tipo. En Elementos, la mayoria de los ejemplos referentes a eso

se encuentran en el libro II, como se puede ver en la proposicion 11 que se presenta a continuacion:

Euclides - Elementos, Libro II, Proposicion 11 - Cortar la recta dada de modo que el
rectangulo contenido por el numero entero y por uno de los segmentos sea igual al cuadrado del
segmento restante’ (cortar un segmento AB dado en un punto H, de tal de modo que el area del

cuadrado formado por el segmento AH sea igual al area del rectangulo de lados HB y AB).

Utilizando una transcripcion de la traduccion del texto original hecho para el idioma portugués, y
describiendo en lenguaje algebraico actual, la resolucion de este problema dada por Euclides es la

siguiente:
sea la medida del segmento de recta AB = a = medida del segmento de recta BD,
sea x la medida que se desea calcular,

entonces la medida del segmento de recta AH = x y la medida del segmento HB = (a - x)

, g 2
por lo tanto, el segmento de linea AB se dividio de manera que: x = a(a — x)

es decir, en esta proposicion 11 del Libro II de los Elementos, Euclides muestra la resolucion

fon ) .2
geométrica de la ecuacion de segundo grado de tipo x + ax = A.

Aproximadamente 500 afios después de Euclides, surge en Grecia el principal trabajo centrado

en cuestiones que se conocen hoy como relacionadas con la resolucion de ecuaciones algebraicas.

? Utilizaremos la traduccion al portugués hecha por Irineu Bicudo quien amablemente nos la facilito.



Diofanto de Alejandria (~250 a.C.) dio un importante paso significativo para el pasaje del dlgebra
geométrica’ al dlgebra simbdlica. Su obra Aritmética, como informa Diofanto en la introduccion
del texto, estaria compuesta por 13 libros. De estos, solamente 6 han llegado a nuestros dias en su
version griega original. La traduccion al drabe de otros 4 libros se encontrd recientemente, pero se
supone que estos no se han traducido de la version original escrita por Diofanto, sino de una version
comentada por Hipatia (~375-415) alrededor del afio 400. En estos 10 libros que se conocen, no
hay teoria sobre la resolucion de ecuaciones, pero Diofanto anuncia en la introduccion de la obra
que se mostraria alli como resolver algunas ecuaciones especificas de segundo grado y ecuaciones

que involucran potencias de nivel superior, como también ecuaciones donde se utilizan potencias en
. . : 2 2 2 3 3 3 5 )
diferentes variables, como, por ejemplo, x +y =a,x +y =a, etc.’ Las ecuaciones de

segundo grado trabajadas por Diofanto y sus respectivas formas de resolucion, escritas en la forma

actual, fueron:

5 2
ax + bx =c = ax = (%) +ac—i

) 2

ax + c¢c=bx = ax=%+ (%) — ac
2 b b )2

ax =bx +c¢c = ax =— + (—) + ac

2

Como no se conocian los nimeros negativos, se trabajaron las ecuaciones en la forma en que
estan arriba. Sin embargo, por ejemplo, si observamos la primera de las tres ecuaciones y la

adaptamos a nuestro conocimiento actual, podemos trabajarla de la siguiente manera:

2 .
ax + bx — ¢ = 0; donde el valor de c se vuelve negativo

., , [ 2
su resolucion vendra dada por: x = (— bxt\/b + 4ac)/2a como conocemos actualmente al

desarrollar la solucion dada por Diofanto para la ecuacion, tenemos:

2 2 2
b b b b b +4ac b
ax—’\/(z)+ac—2—w/4+ac—2—w/ e
b2+4ac b —b+\/b2+4ac

* La denominacion dlgebra geométrica fue introducida por el historiador dinamarqués H. Zeuten. Ver en Bekken 1994, 39.
> A partir de estudios relativos a este tema en el texto de Diofanto, Pierre de Fermat (1601-1665) escribi6 aquello que lo hizo famoso
como “el ultimo teorema de Fermat”. De una version latina del libro Aritmética de Diofanto, Fermat, al analizar estos estudios

referentes a las ecuaciones del tipo x3+y3=a3, conjeturd sobre la imposibilidad de su solucion y ademas sobre la imposibilidad de

solucion de cualquier problema del tipo x"+y"=a", para n natural mayor que 2. Ver, por ejemplo, en Tropfke, 1933-34, 44, 43 y Katz
1993, 164-173.
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2
—b+\/b +4ac s :
x = o , que es similar al resultado de arriba.

India y mundo arabe

La historia de las matematicas que se cuenta tradicionalmente sigue, en sentido amplio y en general,
un camino que tiene sus origenes en los pueblos egipcio y babildnico y adquirié fundamento tedrico
con los pueblos griegos y finalmente fue difundida en el mundo europeo principalmente a través de
los pueblos arabes. Si esa historia se contara con mayor detalle, entonces las influencias que esos
pueblos sufrieron de otros pueblos comienzan a emerger y el camino tradicional adquiere nuevas
vertientes que necesariamente avanzan en el mundo oriental. Aparecen las influencias venidas de
pueblos milenarios, como los chinos y los hindaes, por ejemplo. Con respecto al tema del
descubrimiento de la resolucion de ecuaciones algebraicas, el pueblo hindi tuvo un papel
primordial. La introduccién de nimeros negativos como coeficientes de una ecuacion de 2° grado y
el uso del cero como elemento del célculo, realizado por ellos fue decisivo para encontrar su
solucion general. Entre los matematicos hindues que trabajaron en esa area, se destaca Aryabhata (
~476-7), matematico y astrénomo, quien escribié en el afio 499 un texto llamado Argabhatiya, un
tratado sobre matematicas y astronomia, en 4 partes, escritas en verso (alrededor de 120 versos). En
la segunda parte de este texto, aparecen 33 versos que tratan especificamente sobre problemas
matematicos, donde se presentan algunos resultados importantes para la matematica, como el valor
del seno de angulos de 0 a 90 grados y el uso de valor 3,1416 como el valor de m.° Entre los
problemas mateméticos propuestos por Aryabhata, algunos son relativos a ecuaciones de 2° grado.
El autor también estudi6 ecuaciones de grados superiores y ecuaciones que involucran dos
variables. En su obra matematica, a pesar de que muestra conocimiento de resolucioén de problemas
que implican ecuaciones cuadraticas, Aryabhata no proporciond férmulas para la solucion de tales
problemas.

Un estudio en el campo de la resolucion de ecuaciones algebraicas, mas completo que el
realizado por Aryabhata, fue hecho por el también astrébnomo y matematico hindi Brahmagupta (~
598-665?). En su obra principal, Brahma-sphuta siddhdnca’ (628) que es una especie de
descripcion y aplicacion de varios problemas de astronomia, Brahmagupta da un paso importante
hacia la comprension del proceso de resolucion de ecuaciones de 2° grado e incluso de grados
superiores, ya que surge como el primer autor en usar el cero como elemento del célculo y también

en utilizar nimeros negativo. Dando un avance significativo al desarrollo del pensamiento en

® No existe informacion sobre como Aryabhata llegé a este resultado. Ver en Katz 1993, p.203
7 “Perfeccién de las ensefianzas de Brahma”. Brahma: uno de los grandes dioses del hinduismo antiguo periodo Védico.



relacion con los campos numéricos, asumio al cero como elemento de separacion entre los nimeros

positivos y los numeros negativos. En el campo especifico de resolucion de ecuaciones cuadraticas,

. : . . 2
Brahmagupta desarrollé estudios para la solucion general de ecuaciones del tipo ax + bx = d,

escritas en la forma actual. Una solucidon dada por €l para esta ecuacion fue:

"a la suma multiplicada por el coeficiente del cuadrado, se suma el cuadrado de la mitad del
coeficiente de la incognita. Luego toma la raiz cuadrada. La mitad del coeficiente de la
incognita es restada, y finalmente se divide por el coeficiente del cuadrado. — Ahora se tiene la
incognita. "

(Extraido de Bekken 1994, p. 49)

Desarrollando los procedimientos indicados por Brahmagupta paso a paso tenemos:

° la ecuacion dada es: ax” + bx = d.
° a la suma multiplicada por el coeficiente al cuadrado, se suma el cuadrado de la mitad del

coeficiente de la incognita.

ad + (%)2

2
/ b
ad + (7)
° se resta la mitad del coeficiente desconocido

° y finalmente se divide por el coeficiente del cuadrado

2
b b

a

° luego se saca la raiz cuadrada

° Desarrollando la ecuacion encontrada arriba tenemos:

\4ad+b"—b

X = 2a
Brahmagupta avanz6 en sus estudios en relacion con la resolucion de ecuaciones algebraicas y

: : . 2 2 .
obtuvo resultados importantes trabajando con ecuaciones como: ax + b =y, conocidas hoy

como ecuacion de Pell.®

& Mayor informacién sobre este tema se puede encontrar en Bhaskara & Brahmagupta 1817, Katz, 1993, pp. 208-211, Selenius 1963,
Datta 1928
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Después de Brahmagupta, un alumno suyo con el nombre de Bhaskara (siglo VI), que pasoé a ser
conocido en la historia de las matematicas como Bhaskara I, realizd estudios sobre la obra de
Aryabhata. Sus comentarios sobre el trabajo Aryabhatiya van a ser importantes no solamente para

la divulgacion de los resultados contenidos en el mismo, sino también

...ll l_"l"l:oll 'L

para una mejor comprension, ya que Bhaskara reescribid
descriptivamente los versos contenidos en dicha obra. Acerca de
Bhaskara I se conoce muy poco, porque los historiadores modernos
descubrieron solamente a principios del siglo XIX que hubo dos
personajes con nombre Bhaskara en la historia de las matematicas
hindtes.’

Con la creacion de un estado arabe independiente en el afio 622 de

la Era Cristiana, el desarrollo de la ciencia arabe gana impulso. A partir
de la difusion del conocimiento matematico hinda en el mundo arabe, Figura 3

es notoria la presencia de estudios realizados inicialmente en la India

que son desarrollados por matematicos arabes. Quizas el principal hallazgo de esto sea el Sistema
de numeracion hindu-drabe que pasd a ser adoptado por los pueblos occidentales. La figura
principal del mundo &rabe que tuvo estrechos vinculos con los pueblos hindues, fue
indudablemente, Muhammad ibn-MusaAl-Khwarizmi (ca.780-850), de la region de Corasmia, cerca
de la antigua frontera del antiguo territorio 4rabe con la India. Al-Khwarizmi'’, quien fue miembro
de la "casa de sabiduria" en Bagdad, realiz6 estudios de dlgebra, geografia, aritmética y astronomia
y figura como introductor de los métodos hindues en el mundo islamico. Una obra de
Al-Khwatizmi donde queda marcada su conexidon con los pueblos hindues es Kitab al-jam wal
tafrig bi hisab al Hind (Libro sobre sumas y restas de acuerdo con los hindiies)", donde se
introdujo en el mundo arabe el método aritmético desarrollado por esos pueblos y principalmente, la
introduccion del sistema decimal de posicion. Otra obra importante de Al-Khwarizmi fue A/-kitab
al muhtasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabala, cuya traduccion al portugués es aproximadamente
Libro condensado de cadlculos a partir de la transposicion de un término a otro (al-jabr) y
comparacion (al-muqgdbala) de un término con otro. En este texto, son presentados algunos
procesos de resolucion de ecuaciones lineales y cuadraticas y, para eso, Al-Khwarizmi las clasifica

de las siguientes 6 formas:

9 Ver en Datta 1930.

19 La figura de al lado y las otras que siguen fueron extraidas de: http://www.mes.st-and.ac.uk/history.
! Este libro fue el primero de aritmética arabe traducido al latin y algunas de estas traducciones son los tnicos documentos sobre la
existencia del texto en arabe, porque el original no fue encontrado.
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. , 2
1. cuadrados iguales a raices ax = bx

2

2. cuadrados iguales a nimeros ax =c¢
3. raices iguales a nimeros ab =c
o , 2
4. cuadrados mas raices iguales a nimeros ax + bx =c
o . , 2
5. cuadrados mas ntimeros iguales a raices ax + ¢ = bx
. o . 2
6. raices mas nimeros iguales a cuadrados bx + ¢ = ax

En su trabajo con las ecuaciones anteriores, Al-Khwarizmi no manipulaba los niimeros

negativos, por eso, la ecuacion cuadratica en forma general ax’ + bx + ¢ = 0no tenia sentido
para €l.

Para los primeros tres tipos de ecuaciones, Al-Khwarizmi dio soluciones directas con la
excepcion de que el cero no era considerado como una solucion a las ecuaciones del primer tipo.
Sus reglas para la resolucion de los otros tipos de ecuaciones son mads interesantes y estan
directamente vinculadas a nuestros intereses. En ese sentido, presentaremos uno de los procesos de
resolucion adoptados por €l.

Al-Khwarizmi no us6 simbolos para trabajar contra estas ecuaciones, sus estudios sobre la

resolucion de ecuaciones del 4°, 5° y 6° tipo fueron realizados a partir de las siguientes ecuaciones

adoptadas por ¢l como ejemplos: X+ 10x = 39, X+ 21 = 10x y 3x +4 = xz,

respectivamente. Estas tres ecuaciones pasaron a servir como ejemplos clasicos en el campo de la
resolucion de ecuaciones cuadraticas en el mundo arabe, siendo utilizadas por otros matematicos
arabes posteriores a Al-Khwarizmi, y también en otras regiones. En todos los casos, después de
exponer la resolucién algebraica, Al-Khwarizmi presentd una demostracion geométrica, como
forma de justificar geométricamente la exactitud de las reglas presentadas a través de los niimeros.'

Como Al-Khwarizmi no us6 simbolos, fue utilizada una forma descriptiva de presentar los

problemas y sus soluciones. Los tres ejemplos utilizados fueron':

. s . 2 ;g , . . .
(Ecuacion del 4° tipo: ax + bx = c¢) Un cuadrado mds diez raices del mismo es igual a treinta

y nueve. ;Cudl es el cuadrado?

Escribiendo en la forma algebraica actual, el problema es: X+ 10x = 39

La solucion dada por Al-Khwarizmi fue:

12 Ver en Bekken 1994, p. 61.
13 Estos ejemplos fueron extraidos de Bekken 1994, pp. 62-63.
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"Toma la mitad del numero de raices, obteniendo cinco. Esto es multiplicado por si mismo - el

producto sera veinticinco. Suma esto a treinta y nueve - la suma es sesenta y cuatro. Luego saca la

raiz cuadrada de esto, que es igual a ocho, y resta de esto la mitad del numero de raices, que es

cinco. La diferencia es tres. Esta es la raiz del cuadrado buscado y su cuadrado es nueve."”

Escribiendo en la forma algebraica actual, la solucion a este problema es:

x=AJ(L) + et
x=w/(%)2+ 39 - L=y =3

La justificacion geométrica dada por Al-Khwarizmi procede exactamente como fue presentado

Haciendo los célculos:

en el Libro 11, 4 de los Elementos de Euclides. Sin embargo, esto no es mencionado por el autor

arabe.'

b, 2 |
b\’ b b
2 2" 2
b x

2

. 2 .
considerando la ecuacion x + 10x = 39 dada por Al-Khwarizmi, entonces b = 10
2
x + 10x = area de los dos rectangulos + area del cuadrado menor

como x° + 10x = 39, y el area del cuadrado mayor es (b/Z)2 = (10/2)2 = 25
entonces el area de la figuraes 39 + 25 = 64
es decir, los lados b/2 + x = 8=5 + x = 8

por lo tanto x = 3, que es el resultado dado por la formula anterior.

1 Ver en Tropkke 1993-33, 44, 96.
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(Ecuacion del 5° tipo: ax’ + ¢ = bx) Un cuadrado mas 21 unidades es igual a 10 raices.

¢Cudl es el cuadrado? Escribiendo en la forma algebraica actual, el problema es: x*+ 21 = 10x

La solucion dada por Al-Khwarizmi fue:

"Primero tome la mitad del numero de raices, aca es 5, y que elevado al cuadrado da 25. De 25
reste las 21 unidades. Esto da 4, que tiene a 2 como raiz cuadrada. De la mitad de las raices,
que es 5, reste a esta raiz cuadrada, obteniendo 3 como la raiz, y el cuadrado en si es 9. Si
quisiera, puede agregar la raiz cuadrada (el 5). Entonces tendra 7 como la raiz y 49 como el

’

propio cuadrado ... este ejemplo proporciona dos raices, algo que no hemos encontrado antes.’

Escribiendo en la forma algebraica actual, la solucion a este problema es:

2
U
x=—+ (2)+c

La justificacion geométrica dada por Al-Khwarizmi para este caso también idéntica a la

presentada por Euclides en el Libro II, Proposicion 5 de los Elementos, y la figura utilizada es:

b b
——x _
2 2
x2 x
X
b
E—JL'
b
——Xx
2

2
(Ecuacion del 6° tipo: bx + ¢ = ax ) Tres raices mas el numero 4 es igual al cuadrado. ;Cual

es el cuadrado?
Escribiendo en la forma algebraica actual, el problema es: 3x + 4 = x

La solucion dada por Al-Khwarizmi fue:
"Tome la mitad de las raices, que es 1 ': y eleve al cuadrado, obteniendo 2 Y. Agregue luego el

numero 4, dando 6 %, con raiz cuadrada 1 2. A esto se le agrega la mitad de las raices, que es 1 5,

que da 4. Entonces el cuadrado es igual a 16. "

14



Escribiendo en la forma algebraica actual, la solucion a este problema es:

X =+ (%)2 +c
En este caso la justificacion geométrica dada por Al-Khwarizmi no aparece directamente en la
obra de Euclides, ya que éste no trata exactamente con este tipo de problema. Pero los problemas
similares a éste son tratados por Euclides en el ejercicio 84 del libro Data, en la proposicion 6 del

Libro IT y en la proposicion 29 del Libro VI de los Elementos”.

b
B E G 3 A

b
2

B

x—>b b

Para la justificacion geométrica de la resolucion presentada, Al-Khwarizmi utiliza el cuadrado

ABCD, de lado x, cuya area es x”. Este es el valor buscado'®,

Luegotoma AE = b = 3,y el area del rectangulo en los lados AE y AD tiene area bx = 3x.

Entonces el otro rectangulo de lados BCy BE (a + [3) tiene un area X - 3x, es decir, esta area
es ¢ = 4, segln la ecuacion dada.
Si tomamos la mitad del segmento AE, es decir, AG, tenemos b/2 = 11/2=EG = 1%,de
lo cual se concluye que BG = x — b/2 = x — 1%
Tomemos entonces el cuadrado de los lados BG y BO (o« + y + ), y el cuadrado de lado EG (y).
El rectangulo & es congruente con el rectangulo f3.
Dado que el area del rectangulo de lados EB y BC (o« + [3) es igual ¢ = 4, entonces el area de la

figura formada por el cuadrado y y el rectangulo o también es igual a ¢ = 4.

15 Ver en Tropkke 1993-33, 44, pp. 97-99.
8 La presentacién del problema de abajo no refleja exactamente como fue hecho por Al-Khwarizmi. El autor hizo algunas
adaptaciones para facilitar la comprension al lector.
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El area del cuadrado del lado BG (a+y+8) es igual a (a+ 7y + §)
= 4 + (b/2)2 =4 + (1 1/2)2, como BG = x — 1%, entonces

x — 1%)° =4 + (1)

En conclusion:

x=1++ 4+(1—)2=4

Los seguidores de Al-Khwarizmi

La continuidad de los estudios realizados por Al-Khwarizmi y la permanencia de sus resultados es
destacable entre quienes mas tarde abordaron el tema de la resolucion de ecuaciones cuadraticas.
En el mundo arabe, Abu Kamil Soga ibn Aslam (~850—930), un matematico egipcio, reelabor6, en

su obra Algebra, alrededor de 50 ejercicios propuestos por Al-Khwarizmi, incluidas las famosas

ecuaciones x~ + 10x = 39 (42 caso), X+ 21 = 10x (5°caso) y 3x + 4 = X (62 caso). En
algunos ejercicios, se utilizaron las mismas ecuaciones, pero los valores numéricos fueron alterados.
En Algebra, Abu Kamil, propuso otros 60 ejercicios nuevos, y en algunos casos los resultados son
nimeros irracionales. Al resolver ecuaciones cuadraticas, ¢l demuestra conocimiento del trabajo
realizado por Euclides en sus Elementos, ¢ incluso menciona que Al-Khwarizmi desarrolld sus
estudios a partir de su conocimiento en relacién con esta obra'’. Para las demostraciones
geométricas de los casos 4° y 6°, Abu Kamil recurre a la proposicion 6 del Libro II, y para ambos
casos de raices (positiva y negativa) del 5° caso es utilizada la Proposicion 5 del Libro II de los
Elementos de Euclides.

A finales del siglo X, los textos de Diofanto se dieron a conocer en todo el mundo arabe'®, y esto
abre una nueva dimension en el desarrollo del trabajo con las ecuaciones algebraicas. Importantes
trabajos en este sentido fueron realizados por Abu Bekr Muhammed ibn Alhagan Alkarhi (~1010),
quien desarroll6 estudios con ecuaciones de hasta 4° grado mediante el uso de formas binomiales y
de métodos algebraicos de multiplicacion y division de polinomios. Otro seguidor de Al-Khwarizmi
era Omar ibn Ibrahim Alhajjami (~1123), quien es mas conocido por sus resultados con las
ecuaciones cubicas, pero que también dejo escritos referentes al trabajo con las ecuaciones antes
mencionadas de los 4° y 5° caso. En la peninsula ibérica, el matematico judio de Barcelona
Abraham bar Chijja ha Nasi (Savasorda) (principios del siglo XII) también hace una pequeiia

contribucion al desarrollo del tema y desarrolla estudios para la resolucion de ecuaciones

17 Ver en Tropfke 1993-34, 44, 100.
'8 Una traduccion de la obra de Diofanto al arabe fue hecha por Abu’l Wafa (940-998).
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. 2 . . ) .
cuadraticas de la forma x = px + q a partir de las ensefianzas contenidas en el Libro II de los

Elementos de Euclides, que es citado por el autor.

De vuelta a la India

También en el siglo XII, en la India, otro personaje destacado en el
mundo cientifico, que logré importantes resultados con respecto a la
resolucidn de ecuaciones cuadraticas, es conocido en la historia de las
matematicas como Bhaskara II (1114-11917?). Sus estudios, ligados a la
astronomia y las matematicas fueron referentes a los estudios iniciados

por sus antecesores, y compatriotas, Aryabhata y Brahmagupta. En sus

obras principales Lilavati y Bijaganita, Bhaskara II muestra dominio
del trabajo con nimeros positivos y negativos, utilizacién del cero, Figura 4
raices cuadradas, y también en la busqueda de reglas generales para

resolver ecuaciones lineales y cuadraticas. Su principal resultado en este campo fue haber sido el

. ., ., : 2 2
primero en encontrar una solucién general para una ecuacion del tipo ax + b =y, pero este

resultado especifico suyo no aparece acompafiado por una demostracion'’.

Europa medieval

Las matematicas en el feudalismo europeo comienzan a tener impulso a mediados del siglo XII y
principios del siglo XIII, con la llegada de la matematica islamica a través de las escuelas de
traduccion en los territorios de dominio 4rabe, en la peninsula ibérica. Entre las primeras obras
arabes traducidas al latin, se encuentran los textos de Al-Khwarizmi*. El personaje mas importante
en el mundo mateméatico europeo en este periodo fue sin duda, Leonardo Fibonacci de Pisa
(1170?-1250?), un comerciante italiano que tenia conocimientos de las lenguas arabe y griega y que
realiz6 varios viajes a paises arabes.

Su obra matematica mas famosa fue Liber abbaci (1202, 1228), que se conoce como un marco
del desarrollo de las matematicas en la Edad Media. En este texto, Fibonacci introduce en territorio
europeo el sistema de numeracion hinda-arabe. El proceso de conteo en Europa estaba basado en el

sistema de nimeros romanos y los célculos se hacian con el dbaco. En el campo de la resolucion de

19 Esta ecuacion es conocida actualmente como ecuacién de Pell, en homenaje a John Pell (1611-1685) que supuestamente habia
descubierto el algoritmo de su resolucion. Existen sin embargo algunas controversias con respecto a este tema. Informacion mas
detallada puede encontrarse en Child 1920, Datta 1928, Scriba 1974 y Selenius 1963.

20 Adelard of Bath, que actud como traductor entre 116 y 1142, tradujo al latin Liber ysagogarum Alchorismi y Joannes de Sevilla y
Domingo Gundisalvo, que trabajaban como traductores entre 1135 y 1153 tradujeron Liber alghoarismi de practica arismetrice.
Otros traductores de la obra de Al-Khwarizmi fueron Gerardo de Cremona (114-1187) y Robert de Chester (~1145). Katz 1993, 263.
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ecuaciones algebraicas, su contribucion radica en el capitulo 14 de la obra mencionada.?' Leonardo
usa algunos ejemplos que se encontraban en el Libro II de los Elementos de Euclides y los presenta

a través de ejemplos numéricos. Su trabajo especifico con ecuaciones algebraicas es desarrollado a

, . . 2 2
través de, inicialmente los casos simples, como: x = bx y x = ¢, y luego, en base a las

ecuaciones  propuestas  por  Al-Khwarizmi, trabaja  las  ecuaciones de tipo:
2 2 2 . . , .
X +bx=c,x =bx+ cyx + c= bx. De los ejemplos de ecuaciones que habian sido

. . ., . 2
usadas por Al-Khwarizmi, Leonardo Fibonacci usé solo la del 4° tipo, x + 10x = 39, y presenta
dos demostraciones geométricas para esta ecuacion. En la primera utiliza el mismo resultado

adoptado por Al-Khwarizmi y la misma demostracion geométrica, como se muestra en la siguiente

figura.
b, 2 | x
A% b b
2 2% 2
b x
2

Para la segunda demostracion de esta ecuacion, Fibonacci utiliza los estudios hechos por Abu
Kamil y para los otros tipos de ecuaciones, los ejemplos dados por Savasorda®, mostrando asi su
presencia en el mundo arabe y el conocimiento de las matematicas que alli se desarrollaban. A
través de Leonardo de Pisa, el conocimiento algebraico iniciado en el mundo arabe es divulgado en
Europa. En su obra matematica, ademdas de utilizar varios ejemplos de ecuaciones que fueron
introducidos por los arabes, también introduce y analiza ejemplos de su propia creacion. De hecho,
en varios de estos casos de los ejemplos creados por Fibonacci, solo se realizd el cambio de
constantes. Sin embargo, fueron utilizados ejemplos que culminaron en el uso de nimeros negativos
e irracionales como forma de resolucion, algo que los arabes no hicieron a menudo. Otro ejemplo
de la originalidad de Fibonacci fue el uso del "cero" como la raiz de una ecuacion cuadratica, un

resultado que los 4rabes no trabajaron.”

2! Ver en Tropfke 1993-33, 44, 108.

22 Los ejemplos usados son: x>=10x+39 y x*+40=14x.
2 Ver en Tropfke 1993-33, 44, 110.
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También en la Edad Media europea aparecieron otros manuscritos matematicos, relacionados con
el tema de la resolucion de ecuaciones cuadraticas, que tenian su origen en traducciones de obras de
los arabes, pero lo mas destacado es realmente lo de Fibonacci, quieninnové e hizo tales estudios

mas completos y alland el camino para su avance que alcanza el apogeo en el Renacimiento.

Obtencion de resultados finales
Renacimiento europeo

El Renacimiento europeo estd marcado por numerosos avances en matematica y, en particular, se
puede decir que el estudio de la resolucion de ecuaciones de 2° grado logra su resultado final. Este
resultado es conocido y ampliamente utilizado durante el desarrollo curricular de matematicas en la
actualidad. El gran marco del desarrollo algebraico en el periodo se le atribuye al francés Francgois
Viete (1540-1603), quien introdujo una convencidon simple, pero fructifera, en el tratamiento de
ecuaciones algebraicas. Viete uso letras del alfabeto latino para representar, en algebra, cantidades
desconocidas o indeterminadas, y supuestas cantidades o numeros o datos conocidos. Esta
convencion creada por Viéte sufrié una pequefia modificacion*® y paso a ser adoptada en el caso de

las ecuaciones de 2° grado, que llegd hasta la actualidad, en la siguiente forma general:

ax’ + bx + ¢ = 0, con las primeras letras del alfabeto (en los casos a, b y c¢) que representan las

cantidades conocidas y las tltimas (en este caso x) las cantidades desconocidas, o indeterminadas.
Unas décadas antes de Victe, el tema de la resolucion de ecuaciones algebraicas se apoder6 de

los debates académicos. Estos, sin embargo, se referian a la resolucion de ecuaciones de grado

superior a 2, que en ese momento era un problema abierto. Faltaban, sin embargo, algunos retoques

., . 2
para una solucion general de una ecuacion de 2° grado de la forma ax + bx + ¢ = 0, dado que
hasta ese momento se habian resuelto algunos casos particulares. Algunas contribuciones fueron

dadas por los "abacistas" y "cosistas"?

, en el siglo XV y principios del XVI, que trabajaron con
ecuaciones de 2° grado en busca de resultados practicos. Michael Stifel (1486-1567), pastor

luterano, busco, en su obra Arithmetica integra (1544), una forma de reunir los resultados relativos

. . — . 2
a los casos entonces conocidos en una sola féormula. Para esto, aislo el término en x y obtuvo los

siguientes resultados:

% Vigte us6 una vocal para representar una cantidad desconocida o indeterminada, y una consonante para representar una cantidad o
nimero conocido o dado. Bo yer 1974, 223.

> Abacistas: derivado de abaco — personas que fueron conocidas con este nombre porque se dedicaron a utilizar el 4baco. Cosistas:
derivado de “cosa” — personas que llamaban lo desconocido como “cosa”. En ambos casos estas personas se dedicaban al calculo
(eran conocidas como “maestros del calculo”). Algunos de ellos profundizaron en los estudios de las ecuaciones algebraicas. Ver en
Wubing 1991, 1992, 1992a 'y 1999.
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2
1) X =c— bx=x = (%) +c—%
2 b\ b
2) X =bx +c=>x= (7)+C+7

2
3) X' = bx + ¢ =x -T—’\/(%) —C+%
y, para la solucion general, Michael Stifel adoptd la siguiente férmula:

_ b\e— — b
x =/(%) FeF 5

Como puede verse, en el tercer caso presentado, Stifel considera la existencia de dos raices. Sin

embargo, ¢l no trabajo con raices negativas.

Cardano

Un personaje que tiene una fuerte presencia en la historia de la resolucion de ecuaciones algebraicas

es el italiano Girolamo Cardano (1501-1576). Su nombre, junto con el de Nicold Tartaglia

(1500—1557), esta vinculado a la resolucion de ecuaciones del tipo X = px + q. En su obra
principal Ars magna (1545)*, Cardano analiza asuntos relativos a la resolucion de ecuaciones de
grado superior a 2, pero, en el capitulo 5, trata las ecuaciones de 2° grado donde propone y resuelve
varios problemas de este orden. El interés de Cardano por las ecuaciones de segundo grado surge de

sus intentos por resolver ecuaciones de 3° grado. En el capitulo I del libro, cuando trata sobre

ecuaciones cubicas, como, por ejemplo, x3 + 16 = 12x, x3 4+ 9 = 12x, encuentra el valor de
una de las raices y entonces lo transforma en una ecuacion de 2° grado que necesita ser resuelta.
Para ello, desarrolla estudios paralelos a las ecuaciones cubicas, con el objetivos de resolver las
cuadraticas.

Las tres formas de una ecuacion cuadratica que eran mas comunes fueron reelaboradas por
Cardano. Las dispuso de tal manera que fueron eliminados los casos en los que aparece el "signo

menos". Sus resultados son los siguientes:

2
1) x2=bx+c=x=wl(%) +c+%

%6 Esta obra fue traducida al inglés por T. Richard Witner y editada en 1968 por M.L.T. Press. En 1993 fue publicada una edicién de la
obra por Dover. Ver en Cardano 1993.
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2 b — b \?
3) bx = x +c=x=—+ (7)—c
Para las demostraciones, Cardano se baso en los resultados contenidos en los textos de Euclides
y Al-Khwarizmi y presenta diferentes demostraciones geométricas para cada ejemplo dado.
Cardano también resuelve algunos ejercicios y propone otros que puedan resolverse en base a las
formulaciones presentadas por ¢l. Una importante novedad que se discute durante la resolucion de
estos problemas es que adopta la existencia de raices negativas y, en algunos casos, asume
timidamente, la existencia de raices complejas. Para los casos de raices positivas en ecuaciones del

tipo x + ¢ = bx, historicamente se supone que Cardano conocia la relacion entre esas raices, es

decir, ¢l sabia que x, + x, = byx x, = ¢’

En el capitulo 5 de su libro Ars magna, Cardano presenta 10 problemas de los cuales , segun ¢,
8 son de su propia creacion, y los resuelve. Como ejemplo se presenta el problema numero 9 y la
resolucion dada.?®
(Problema 9) Divida 10 en dos partes de modo que la mayor parte restada de su raiz cuadrada
sea igual a la parte mas pequena agregada a su raiz cuadrada.
Resolucion: Esta claro que la diferencia entre la parte mas grande y la mas pequefia es dos veces

la raiz cuadrada del mas grande mas dos veces la raiz cuadrada del mas pequefio. Considere esta

diferencia /4x y considere que una parte es 5 + \/E +ylaotraes5 — \/E Tomar la suma de las

raices de esas partes y esto es, segun el libro 4, la raiz mds grande universal \/ 10 ++100 — 4x y
dos veces esto es igual a \/E La mitad de una es igual a la mitad de la otra, es decir, \/; de la
segunda raiz. Y el cuadrado de una es igual al cuadrado de la otra, es decir: x = 10 + \/m

Por lo tanto x — 10 = \/m

El cuadrado de un término es igual al cuadrado del otro: X + 100 — 2x = 100 — 4x.

Por lo tanto x° es igual a 16x y x es igual a 16. Pero queremos que la diferencia entre las partes

sea 1/4x. Entonces la diferencia es /64, que es 8. Hasta ahora hemos evitado la cuarta potencia en

el uso de \/;

El periodo en el que Cardano public su obra es un hito en la historia de las matematicas, pues

otros grandes matematicos fueron motivados a seguir el camino trazado por €l en busca de

¥ Tropkke 1933-34, 44, 114
28 La traduccién del inglés al portugués fue hecha por el autor. Ver en Cardano 1993, p. 46.
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resultados convincentes en relacion a la resolucion de ecuaciones de grado superiores a 2. Una feroz
disputa académica sobre este fue librada por Nicol6 Tartaglia (1500-1557) y Ludovico Ferrari
(1522-1565). Ferrari, alumno de Cardano que alcanzé los primeros resultados para la resolucion de
ecuaciones de 4° grado, defendié al maestro contra los ataques de Tartaglia que lo acusaba de
plagiar sus ideas. Algun tiempo después se descubrid que antes del nacimiento de Tartaglia y
Cardano, el también italiano Scipione del Ferro (1465-1565) habia descubierto en 1500 un método
para resolver algunas ecuaciones especificas de tercer grado. Pero no habia dado a conocer sus
resultados.

Entre quienes realizaron estudios referidos a ecuaciones algebraicas, se destac Rafaele Bombelli
(1526-1572), un ingeniero de Bolonia y autodidacta en matematicas. En 1572, Bombelli escribio
una monografia de 5 capitulos, siendo 3 dedicados al algebra. En estos textos,cuyo titulo es
L'Algebra, Bombelli también buscd nuevos resultados para la resolucion de ecuaciones en general.
Especificamente, el tercer capitulo de esta obra estd dedicado a los temas tratados por Diofanto,
donde se encuentran las ecuaciones de 2° grado. En cuanto a nuevos resultados, Bombelli no
presenta nada; sigue los ejemplos que habian sido utilizados por sus predecesores. Sin embargo,
innova en la forma de redactar los ejercicios matemadticos presentados. Resuelve los ejercicios
propuestos de dos formas: en forma de disertacion, como era comun en la época, y en la forma a
través de simbolos inventados por ¢l mismo. Bombelli hizo una gran contribucion en relacion con el
surgimiento del algebra simbdlica que ganaria espacio unos afios mas tarde. Bombelli también usa
la geometria para demostrar los resultados presentados en la resolucion de ecuaciones de 2° grado, y
para ello recurre a los métodos adoptados por los drabes Abu Kamil y Alkarhi. Entre los ejercicios
propuestos y resueltos por Bombelli en su texto, algunos son similares a los que habian sido
presentados por sus predecesores. Otros avanzan con respecto a lo hecho hasta entonces, ya que se
presentan ecuaciones cuadraticas cuyos resultados recaen en numeros imaginarios. Bombelli
también trabaja en una serie de ejercicios involucrando ecuaciones bicuadriticas y también

ecuaciones de grado 6.

Clavius

Otras contribuciones importantes para el desarrollo de estudios relacionados a la resolucion de
ecuaciones de 2° grado fueron hechas por Clavius y Stevin en la segunda mitad del siglo XVI.
Christoph Clavius (1538-1612), jesuita alemén nacido en la ciudad de Bamberg. En 1571, Clavius
publico su obra mas importante, la traduccion comentada de los Elementos de Euclides. Debido a
este trabajo, era conocido en los circulos académicos de su época como “el Euclides del siglo XVI”.

En sus Elementos, Clavius presenta una gran cantidad de notas explicativas, que fueron recopiladas
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de otras ediciones previamente publicadas. En este texto, se presentan las demostraciones
geométricas de problemas relacionados con las ecuaciones cuadraticas que aparecen en los
Elementos de Euclides. En la obra Algebra (1608), Clavius presenta la siguiente demostracion

o . . 2
geométrica para resolver ecuaciones del tipo x = bx — c.

E E ]

b
2

e m(AC)= m(CB)=—-? m(AB)= b

e m(A0) = m(AC) = m(BJ]) = m(CB)? los cuadrados AOHC y CHJB tienen éreas iguales
a (1/2b°)

e m(DB) es una de las raices de la ecuacion y m(AD) es la otra raiz =

m(DB) = X,y m(AD) = X,y esto debe demostrarse.
e El cuadrado AFED tiene un éarea (x 2)2 y el area del rectangulo AFGB es bx .

e El area del rectangulo DEGB es bx2 — (xz)z, es decir, igual a c.

e Como el rectangulo AMKD es congruente con el rectangulo DEGB, su area también es igual
ac.
e La figura formada por los puntos CMKPJB también tiene un area igual a c.

e Si quitamos la figura CMKPJB del cuadrado del lado CB, tendremos el area del cuadrado

NHKP, que es igual al cuadrado del lado CD, igual a (1/ 2b2) — ¢, entonces

e m(CD)=1/b/2)" — ¢

e Dado que m(AC) = 1/2b = m(CB), entonces se pueden calcular las raices X, yX,

El ingeniero militar belga Simon Stevin (1548-1620) publica en el afio 1585 la obra Practique
d'Arithmétique donde presenta practicamente un conjunto de los resultados obtenidos por Stifel,

Cardano y Bombelli. El principal hecho historico existente en la obra de Stevin es que, al presentar
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las demostraciones geométricas hechas por al-Khwarizmi, lo proclama como el responsable de

descubrir la solucion para ecuaciones cuadraticas.

Primeros resultados generales

Aprovechando la indicacion de Simon Stevin que considera a Al-Khwarizmi como el descubridor
de la resolucién de la ecuacion de 2° grado, analizaremos sus resultados y los comparemos con los
resultados conocidos actualmente.

Los resultados de Al-Khwarizmi son los siguientes:

2 2
. : 2 b b _ /b —4ac=b
1. ecuaciones de 4° tipo: x + bx = c=x = (7) +tec—-—= Zac

b2\ _ o bFbdac
2 - 2

. : 2 2 §
3. ecuaciones de 6° tipo: x = bx + c=x = % + (%) +c= bﬁ@

+l

. . 2 b
2. ecuaciones de 5° tipo: x 4+ ¢ = bx=x = —

Si hacemos una reordenacion asumiendo la existencia de numeros negativos y consideramos los
tres tipos de ecuaciones propuestos por Al-Khwarizmi, estos pueden ser escritos de la siguiente

manera:
1. ecuaciones de 4° tipo: X 4+bx—c=0
2. ecuaciones de 5° tipo: X —bx+c=0
3. ecuaciones de 6° tipo: X —bx—c=0

. o . 2
Esto equivale a escribir la ecuacion en forma general: ax + bx + ¢ = O,dondea = 1lybyc

son numeros enteros.

. ., 2
Para encontrar la formula de la ecuacion en forma general: ax + bx + ¢ = 0, adoptamos el

proceso utilizado por Bombelli para transformar la ecuacion dada en un trinomio.

., 2
° Sea la ecuacion ax + bx + ¢ =0
° pasando el término independiente para el segundo miembro de la ecuacion, tenemos
2
ax + bx =— ¢
° dividiendo a ambos miembros por a
2 b c
X +—=x==—
a a
° los términos de la izquierda se pueden considerar como los dos primeros del desarrollo

del cuadrado de un binomio. Se busca el tercer término.
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° x es el primer término del binomio. Considere m el segundo término, luego:

b b
2.x.m =_Xx=m =——-

2a
° por lo tanto, el binomio sera:
2 2 2
b 2 b b b c
(x+—)=>x tEx = -
2a a 4q 4a a
2 2 2
b b —4ac b b —4ac
(x —+ —) = T —X + — =+ B
2a 4a 2a 4a
2 [2
—b b —4 —b+\b —4
2a 4q 2a

Este resultado generalizado fue desarrollado por William Outghtred (1574-1660), matematico y
tedlogo inglés, y presentado en la obra Clavis mathematica, cum tractatu de resolutione equationum

in numeris ... (1631), una obra que obtuvo gran repercusion en Inglaterra, habiendo sido muy

elogiado por John Wallis e Isaac Newton. El concepto de discriminante, dado al término b’ — 4ac,

fue introducido en el siglo XIX por el matematico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897).

Francois Viéte y las propiedades de las raices

Por haber introducido el uso de las letras del alfabeto para representar magnitudes conocidas y
desconocidas, Frangois Viete (1540-1603) es reconocido en la historia de las matemadticas como el
fundador del algebra simbolica. Su obra matematica, sin embargo, no es muy amplia, ya que su
principal desempefio profesional fue en el area judicial. La obra en la que Viéte expone sus teorias
sobre ecuaciones es De equationum recognitione et emendatione tractatus duo, donde son
presentadas ecuaciones de diferentes tipos y sus transformaciones en forma canoénica. En este texto
Viéte presenta lo que se ha conocido en la historia de las matematicas como el “Método de Viete”

para las raices de una ecuacion de 2° grado:

., 2 ,
o Sea la ecuacion ax + bx + ¢ = 0, y sus raices Xy X,
° si sumamos y multiplicamos las raices tenemos:
—b—\/b*—4ac—b+/b’—4ac b
X +x, = = —
1 2 2a a

_ —b—\/b2—4ac —b+\/b2—4ac _ <
- 2a ) 2a T a

Comentarios finales
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Después de todo, a quién se debe el descubrimiento de la formula de la resolucion de una ecuacion
de 2° grado? ;A los babilonios que poseian una avanzada forma de resolucion de problemas
involucrando ecuaciones cuadraticas? ;A los griegos que las resolvian a partir de la geometria? ;A
Diofanto? ;A los hindues? ;A los arabes? Esta es una pregunta dificil de responder. Pero de una
cosa se puede estar seguro: es una injusticia para todos aquellos que trabajaron en el tema y llegaron
a resultados importantes si se le da a Bhaskara la responsabilidad del descubrimiento de esta
formula. Quizas sea por eso que la comunidad internacional no adopta un nombre para esta
conocida formula. Nos queda saber entonces la razon por la que algunos autores brasilefios

bautizaron la formula de resolucion de una ecuacion de 2° grado como formula de Bhaskara.
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